Ung Dung Tich Phan
Tim Dién Tich Giéi Han Béi Puong Cong, Truc Va Cac Puong Thang

Phan ung dung cua tich phan dé tim dién tich hinh phéng trén toa do hai chiéu da duoc bac hoc Isaac
Newton (1642-1727) khai sang dya trén nén triét hoc hinh hoc do bac hoc René Descartes (1596-1650)
khoi xuéng hé toa do, ciing 1a cha dé nganh tan toan hoc duoc ding cho dén ngay nay (1*). Trong
phan nay ta tim hiéu khai niém dinh nghia tich phan va mot sé vi du vé ly tich phan. Sau d6 s& dung
GraphFunc d¢ kiém chimg két qua ctia cac vi du da duoc khao sat.

Cho ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a, b] thi dién tich (S) cua hinh phang duoc gi61 han boi ham s6 f(x),
truc hoanh (y=0) va cac duong thang dirng x = a, x = b (xem hinh 0) dugc tinh bang cong thic:
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(chu ¥ néu f(x) duong trén mot doan nao do thi biéu thire trén 13 cong trén doan do; néu f(x) 4m trong
mot doan nao do thi di¢n tich s la am trén doan do).
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Ta can hiéu mot chat khai niém vé tich phdn (2*) trong Giai Tich. Phuong phap tim dién hinh tich
phang duoc giéi han boi ham s6 f(x) va cac dudng khac (nhu tryc x hay y, cac duong thang dung x hay
ngang y hodc cac duong cong khac) 1a chia dién tich hinh phang d6 thanh nhitng hinh chir nhat doc nho
c6 chiéu rong 1a Ax va chiéu dai 1a y = f(x) (3*) — Xem hinh 0. Sau d6 cong tat ca dién tich cia cac
hinh chit nhét nho do lai voi nhau ta duoc dién tich cua hinh phing can tinh. Nhung dién tich nay van
chua chinh xac néu gia tri cua 4 x >0. Sy chinh xdc s& hanh hinh khi ta cho gi6i han 4 x tién vé 0. Co
thé noi rang mau chét cua tich phan hay dao ham déu dua trén khai niém gi61 han ma hinh thanh. Diéu
d6 c6 y nghia rang moi dao ham hay tich phan c6 dugc déu do delta x ludn bang khéng. Néu ta noi
delta biang khong thi moi s6 khi chia cho no bi v6 nghia (nhic lai ky hiéu dao ham cua y = dy/dx), do
d6, nguoi ta hinh thanh thuat ngit toan hoc goi 1a limit dé biéu tugng cua sy gidi han t6i gan diém 0 dé



tranh truong hop 0/0 (khong bang 1 va khong ton tai) cho hop véi dai sd. Mot khi ma 4 x tién t6i 0,

thi nguoi ta gan ky hiéu 4 x thanh dx. Vay theo cong thirc (I) ¢ trén, ta hiéu rang dién tich cta n6 duoc
tinh chinh xac mot cach tuyét d6i cho bat ky ham s6 nao thoa man dinh nghia. Khai niém quan trong
nhat trong giai tich vé tich phan khi 4p dung phan tinh dién tich hinh phang 1a hay chia n6 nh6 theo mot
mo hinh ndo d6 1am chuén sau do tich (*4) (hay cong) chung lai voi nhau bang cach dia vao mé hinh
va ky hi€u do chinh minh dat ra.

Sau dy ta xét mot s6 vi du Iy tich phan ctia mot s6 ham sé don gian cho t6i kho va sau d6 ding
GraphFunc dé kiém lai két qua.
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Ta dung GraphFunc kiém nghiém: Pau tién ta v& ham s6 trudc, sau d6 dién cac gia tri 0 va 4 vao chd
nhan hiéu From va To va bam nut Find Area dé€ tinh dién tich. Xem Hinh 1.
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Hinh 1: Dién tich S duoc t6 ddm dudi duong cong co gia tri gan dung 13 3,555555555555123.

Ta so sanh dién tich dugc tinh chinh x4c boi cong thirc (c6 gia tri 1a 32/9) vai dién tich gan dung do
GraphFunc tinh thi co6 su sai biét rat nho.

2. Tinh dién tich dugc gioi han béi ham sb S () = x +sin (x) =&~ x =0, x = 5 va truc hoanh (y=0).
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= Ju'.*: +sm(x)—e Nldx= (T — cos (x) +e'xJ = ——cos(5) *3 |—(0—1+1)=12.2230757615359... (1)
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Hinh 2: Dién tich S duoc t6 dam dudi dudng cong co gia tri gin ding 1a 12,223075761498318

Ta so sanh két qua chinh xac do 14y tich phan truc tiép va két qua do GraphFunc tinh c6 sy khéac biét
nho. Su lghéc biét nay l1a do gia tri < x rpé Grglphlj"unc thuc hién bang 0.01. Néu gia tri delta nay cang
nho thi két qua su chinh xac cang 16n dén nhiéu s6 thap phan (5%).

3. Sau day ta xét dién tich ciia mot ham sd ma tich phan cta né ¢ dang khong chuan dugc giéi han boi
fx)=e ™ x=0,x= + 20 va truc hoanh (y=0). Véi diéu kién da cho, dién tich dugc thanh 1ap

nhu sau:



Si= fg_xkdx

V6i biéu thic trén, ta khong thé nao dung cach lay tich phan theo thong thudng dé giai. Tich phén nay
thoat thai tir phuong trinh Gamma. Dé thyc hién cach giai, ta nén binh phuong hai vé ¢ trén sau do
chuyén ching vé dang theo bién sb toa d6 cuc. Dé chuyén theo dang cuc, ta xét tinh chit ddi ximg cua
no6 va ta viét mot vé cua x* thanh ¥~ (day 1a diém mau chdt dé giai bai tich phan loai nay), do do, biéu
thirc trén cé thé viét lai (6¥):

- Joa]ota Joraloen [ oty

Tir ddy ta thdy xuét hién ¥ T [a biéu twong ctia dudng tron. Nhu vy ta hiy chia mat phang ma
ham sb & trén bao phu trén do thi theo cac vong tron dong tam tai gbc 0 c6 ban kinh r va khoang cach
giita vong tron ké nhau 1a dr. Nhu vay dién tich ciia mdi vong tron 1a 2 77 7 &7 va ta chi xét mot phan
tu cua mat phéng (7). Biéu thtrc trén c6 thé viét lai theo toa do truc nhu sau:
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Vay, dién tich (*8) tim dugc la:

Bay gid ta ding GraphFunc dé v& hinh va kiém chimg dién tich vira tim dugc & trén. Mic du diéu kién
bai toan cho gia trj = 0.x= + 20 | ta chi xét & trong pham vi x = 0 t&i x = 5 nhu chi trong hinh 3.
Ban c6 thé stra gia tri cia From va To tir 0 t61 15 va s€ thay su chinh xac ciia nd thém vai s6 thap phan.
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Hinh 3: Dién tich dugc tinh tir x = 0 t61 x = 5 ¢6 gia tri gén diang 12 0,8862269254513975.

Sau cling ban c6 thé thdy rang GraphFunc c¢6 chtc ning gitp ban tim dién tich gan dung cua bat ky
ham nao ma lién tuc trén doan ma ban muon tinh dién tich.

(1*) René Descartes 1a bac hoc tinh thong than hoc, triét hoc, hinh hoc va ciing 13 ngudi sang 1ap ra
nganh tan toan hoc hién dai. Descartes sang 1ap ra h¢ thdng toa do 1a nén tang toan hoc ma bac hoc
Newton - vira 13 nha toan hoc, triét hoc, va vat 1y hoc — phat huy tlep dé phat minh ra phuong phap giai
tich nhu 1y dao ham, tich phan, trong mat phang hai chiéu va thé tich trong khong gian ba chiéu va
kham pha ra nhleu cac phuong trinh vat 1y quan trong khac. Cong viée ciia bac hoc Newton da dé lai
kho tang vo tién khoang hau trong vi¢c ing dung cho cac nganh khoa hoc hién dai khac.

(2*) Tich phéan: Trong tiéng Viét, nguoi ta hay dung tir ngit dao ham va tich phan trong séch v trong
phan “dinh nghia” nhung van it thiy ai giai thich ¥ nghia dich thuc ctia nhom tir ndy méc du tir ngit va
ky hiéu ciia n6 dd qua quen thudc. That cong tim ma no6i hiéu may chit ndy theo ¥ nghia dich thyc thi
khong phai d& va miy ai da hiéu 16 ¥ nghia ctia né khi con dang ngdi dudi mai truong trung hoc! Phan
tir nglr ndy hy vong s& c6 ngudi giang thém y nghia cta no trong cac sach giao khoa sao cho nguoi hoc
hinh dung duogc ¥ nghia dich thuc cia nd. Hiéu ¥ niém va muc dich ctia né méi 1a mau chdt dé phat huy
va ¢0 stic sang tao sau ndy, con ky hiéu va mo hinh do con ngudi ty dit ra theo 16i suy nghi riéng cua
ho v&i muc dich 13 hiéu “su vat” qua céc ky hi¢u hay phuong trinh dya trén cac ky hi¢u d6. Di nhién



ngon ngir va ky hiéu thi rat quan trong. Néu ching mo ta sat sy vat thi khi truyen dat tri thirc vé diéu
can khao sat s€ ro rang. Vanéu ta hiéu dich thuc vé ban tinh tu nhién ctia diéu dang khao sat thi khi
truyén dat tri thirc s& & murc d6 rd rang hon nira.

(3*) Hodc chia nho hinh phang thanh céac hinh chir nhat nho nam ngang. Ngoai ra, chiéu dai ciia hinh
chir nhat nho ding theo truc tung duge xac dinh boi y = f(x) va gia tri cua x trong truong hop nay la
nam chinh giita cia doan nho delta x. Hinh chit nhat nhé nam ngang hay nam doc nay dung ra chiing
1a nhitng hinh thang cong trong truong hop gia tri delta x duoc chon tuong ddi 16n..

(4*) Tich: hiéu nghia tich lity hay tich tiéu thanh dai; chi khong hiéu tich 1a nhan. Sau khi ta phan chia
mot mat phfmg thanh nhiéu hinh chit nhat nho, ta can tich chung lai hay cong cac hinh chir nhat do lai.
Pay chinh 12 khai niém tich phan. Sau day 1a mot vi du khac dé hiéu khai niém cia tich phan. Gia s
ban mudn tinh dién tich “tuong dbi” cia mot miéng d4t nao d6 ma miéng dat do khong c6 hinh thu theo
mot hinh hoc nao hét. Theo ban thi ban 1am thé nao dé tinh dién tich miéng déat d6 theo don vi cua
chinh ban? C6 thé ban ciing nghi rang ta can tao ra mot miéng hinh chit nhat mau c6 nhiéu dai va
chiéu rong twong ddi nho gidng nhu vién gach ngodi chang han. Va ban gia sir nhitng vién gach ngéi nay
gidng nhau vé dién tich. Sau d6 ban xép cac vién gach do lai v&i nhau sao cho chiing che kin bé mat
cua miéng d4t ma ta can tinh. Sau cung ban cong tat cac vién gach do6 lai voi nhau, ban sé tinh dugc
dién tich kha tuong dbi vé miéng d4t d6 dua theo don vi dién tich cua céac vién gach ma ban da dat 1én
trén miéng dat. Néu ban hinh dung tiép, ban thiy dién tich ctia miéng dt d6 muébn chinh xac hon ban
can phai chia vién gach d6 nho hon mot chit nira (tire 1a ban chon mét mau gach c6 dién tich nhé hon
nita) dé cho né co thé phu kin miéng dat hon. Va néu ban cang chia nho dién tich cta vién gach thém
lan nita va cir thé, su kin ma cac vién gach bao trim miéng dat cang 16n; n6 ciing dong nghia dién tich
ctiia miéng dat dwa vao sd dién tich cta cac vién gach di trai bao phu trén n6 cang chinh xac. Trong
toan hoc, ngudi ta co thé chia n6 nho t6i mirc bang 0, nhung phai biét trudc dudng cong hay ham biéu
dién ctua miéng dat d6. Vay ban co thé phat biéu: Tich phéan 1 qua trinh phan chia rdi tong hop lai. Ban
cling 4p dung khai niém nay vao hé toa do ba chiéu. Thay vi xét dién tich, ta xét thé tich cua vién gach!

(5*) Chu y cach dung dérlu~ chém trong cac con s6 thap phan. GraphFunc hay cac nudc Tay phuong
dung dau cham d¢ biéu dién s6 thap phan, con Viét Nam hay cac nudc Au chau thi dung dau phay.

(6%) Néu xét timg budc giai thi biéu thirc (A) khong con dung theo ¥ nghia cua phep dai s6, nhung nd
van dung theo phep suy luén. Ngoai ra, ban doc co thé tham khao thém vé phuong phép Residue dé
gidi mot s tich phan dac biét.

(7*) Ban doc coi lai hinh v& cia ham sO va diéu kién bai toan thi dién tich can tinh ndm trong phéan thi
nhét trén mit phang toa do x-y. Do d0, ta chi xét dién tich bao phii mot phan tu bé mit ciia duong tron.
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(8*) Cong thirc tong quat 1a 0 , trong d6 a 1a s6 thyc.
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